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НЕЗАВИСИМОСТЬ АКСИОМАТИКИ АРМСТРОНГА И 
АЛГЕБРА ФУНКЦИОНАЛЬНЬІХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 


Встановлюється незалежність складових аксіоматики Армстронга щодо функціональних 
залежностей в реляційних базах даних. Будується алгебра функціональних залежностей, операції якої 
визначаються відповідно до складових аксіоматики Армстронга. 
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МУе езіаб5Б пе іпдерепаєпсе ої'Фе Апизігопо'8 ахіотабс зузіегт (а5 ог Фе алсбіопа! дерепдепсез ої 
геіайопа! дакабазез) апа Бий Фе аїсебга ої Гапсйопа) дерепдспсієв умій орегайоп5 паї аге іпдисей Бу 
сотропепія ої Бі8 ахіотайся. 

Кеу ууогаї: геіайопа! Фаїаба5ез, Апа5ігопо"8 ахіотабїс зузкет, Типспопа! дерепдепсієз. 


Показьваєтся независимость составляющих аксиоматики Армстронга для функциональньх 
зависи-мостей в реляционньжх базах данньх. Строится алгебра функциональньх зависимостей, 
операции которой определяются в соответствии с составляющими аксиоматики Армстронга. 

Ключевкиге слова: реляционньге базьт данньх, аксиоматика Армстронга, функциональнье 
зависимости. 


Вступ 


У попередніх роботах авторів було побудовано суворе та повне доведення 
повноти аксіоматики Армстронга щодо функціональних залежностей (ФЗ) в 
реляційних базах даних, яке наслідує традиції встановлення повноти 
аксіоматичних систем у математичній логіці: введені відношення синтаксичного 
та семантичного слідувань та показана їх збіжність (1 |, а також наведено критерій 
повноти аксіоматики Армстронга в термінах потужностей множини атрибутів та 
універсального домена (21. 

Метою даної роботи є доведення незалежності складових аксіоматики 
Армстронга та побудова алгебри ФЗ3. 


Незалежність аксіоматики функціональних залежностей Армстронга 


Аксіоматика ФЗ Армстронга при зафіксованій множині атрибутів складається 3: 
- аксіом рефлексивності Х -» У, Ус Х; 
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Х-з У 
- правил поповнення -- --- - - - - ДЛЯ 2С ЕК; 
Х)7-УШ07 


Х- У, У -з 


Х-» 

Лема І. Аксіоми рефлексивності є незалежними від правил виведення 
аксіоматики Армстронга. 

Доведення є тривіальним, оскільки інших аксіом в аксіоматиці Армстронга 
взагалі немає. 

Лема 2. Правила транзитивності є незалежними від аксіом рефлексивності 1 
правил поповнення. 

Доведення. Для доведення достатньо вказати множину ФЗ ЕК, для якої 
ПЕ Пр с|Е і де |К ПР - замикання множини ФЗ Е, побудоване за допомогою 


- | правил транзитивності 


аксіом рефлексивності і правил поповнення, а | || - замикання множини ФЗ ЕК 


відносно всіх аксіом і правил виведення |Ї1|. Зафіксуємо множини атрибутів Х 1 
7, такі, що ХП 7 «92, і розглянемо множину ФЗ ЕЙ, яка задовольняє умовам 
мУсК(Х-УєКЕлі-»/єБКо Х-» є БК). Покажемо, що ФЗ Х-»/ не 
може бути виведена лише із застосуванням аксіом рефлексивності та правил 
поповнення. 

Оскільки 7 Х «Ф,то 7 Є Х , отже, ФЗ Х -, 7 не є тривіальною. 

Припустимо, що ФЗ Х-» 2 отримана з деякої ФЗ (/-» И за правилом 
поповнення, тобто існує така множина атрибутів Й 2, що СЦО)ЙИ-Х і 
ИЙ «7. Тоді 2ПХ «(ИОТЖ ПАЛ ОМ М є 9, що суперечить умові 
20 Х « 9. Отримали протиріччя з припущенням, отже, | Ін СПЕ) і правило 


транзитивності є незалежним. 

Лема 3. Правила поповнення є незалежними від аксіом рефлексивності і 
правил транзитивності. 

Доведення. Розглянемо множину ФЗ КаїХ - (4)|Ає Х л Х я) 1 
покажемо, що ФЗ вигляду Х -» Х А), де Ає Х ії Х я (9, не можна вивести 
лише із застосуванням аксіом рефлексивності і правил транзитивності. 

Припустимо, що ФЗ Х- Х(||А»є Е, тоді її права частина є 
одноелементною множиною. Останнє виконується, якщо: 

- леЕХіХаА); 

- леХіХаф. 

Оскільки кожен з зазначених випадків суперечить визначенню множини ФЗ 
Е,то Х|) СА) не є одноелементною множиною і ФЗ Х -» Х |НА'є К. 

Оскільки 4 є Х , то ФЗ Х -» ХЦ| || А) не є тривіальною. 

Припустимо, ФЗ Х -» Х|)|А) отримана за правилами транзитивності. 
Враховуючи, що 

1) множина тривіальних ФЗ замкнена відносно правила транзитивності 
(2, лема 31); 

2) результатом застосування правила транзитивності до  ФЗ з 
одноелементною правою нчастиною є ФЗ3, права частина якої є знову 
одноелементною множиною; 
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3) результатом застосування правила транзитивності до тривіальної ФЗ 1 ФЗ3З з 
одноелементною правою частиною є ФЗ з одноелементною правою частиною; 
4) результатом застосування правила транзитивності до ФЗ виду Х -» (4) 1 


тривіальної ФЗ (4) -» 14) є ФЗ виду Х - (4), 
доходимо висновку, що ФЗ Х -» Х| (А) повинна бути або тривіальною або її права 


частина є одноелементною множиною, що суперечить визначенню цієї ФЗ. 
Отримали протиріччя з припущенням, отже, правило транзитивності є незалежним. 
Теорема І. Аксіоматика Армстронга є незалежною. 
Доведення випливає безпосередньо з лем 1-3. 


Алгебра ФЗ. Задамо алгебру Ас ор носієм якої є множина ФЗ 
р їх - У| Х,У є2" ) де 2" - булеан множини Б; а сигнатура СО складається з 
операцій, які задаються наступним чином: 

- нуль-арні операції Х -» У, де Х,У с В, причому У с Х, які відповідають 
аксіомам рефлексивності в аксіоматиці Армстронга; 


1) 
7 


- унарні параметриричні операції К7 , які відповідають правилам поповнення 


в аксіоматиці Армстронга: 
ВБФ ІФОч, 72", дфот В «і Х З У|Х,У є 27), 
ВО(Х-У)- Х07 507; 


п(2) 


- бінарна часткова операція К"", яка відповідає правилу транзитивності в 


аксіоматиці Армстронга: 
В'Ф ФО, дот В" о Х У У" 2)|У'е У"), 
КФ(Х У У зо 7) Х о 7. 
Таким чином, алгебра ФЗ є частковою |З3| і задається як: 
рт (Х зу) сво, вто», ж» у) 


Х Ує2і? они 7 


Позначимо множину аксіом рефлексивності, які задаються нуль-арними 
операціями | Х -» У"? через Ф ЇХ - У| ХУ. єд"дУ с Х). Очевидно, що 


АН НО в є підалгеброю алгебри | 4, оскільки множина 


2,Х Уєд' Ус Х ) 
тривіальних ФЗ Ч/, є замкненою відносно вказаних операцій. 

Лема 4. Множина "Р, - цар ФАє в) породжує множину тривіальних 
залежностей М. за допомогою операцій К/" ії В"), 

Доведення. Покажемо, що довільну тривіальну ФЗ Х -»У є . де Ус Х 
можна отримати з множини Ч/, за допомогою операцій пло ВАС, 

Нехай схема К задається множиною атрибутів Й цій 3 Не втрачаючи 
загальності, представимо множини атрибутів Х 1 У, де Ус Х, відповідно 
А Ана А, У 14 Аа 4 де катки. 

Якщо Кат, то тривіальну ФЗ Х -» У можна отримати з ФЗ ТА Ф,деі- 
фіксоване, причому і « т, виконавши операцію: 

в зу АКА ЗА А, 


О Д.Б. Буй, А.В. Пузікова 123 


155 1561 - 5359. Штучний інтелект, 2015, Хо 1-2 


результатом якої є Ф3З (А,..., Ап | З Арно р): 
У випадку  К«т  ФЗ  Х-» У можна тримати з множини  ФЗ 
А ну? А) З ,.1АпР Фу), виконавши наступну послідовність 
операцій: 
"п 
крок 1: В у Чу) зб) збАнцУ ЧА 4 ЗА, А, 
результатом якої є ФЗ 14... 44) 2 144); якщо Кчізт, то ФЗ Х -» У 
отримана, інакше ( К --Ї « т) виконуємо крок 2, який складається з двох операцій: 
п 
пк ду но З з ро Арно Арі) З б Ану Ар 
результатом якої є Ф3З (А... А Зно рці); 
"т 2 
2) ВА До З Ан Аа Арі) З Арно ду) З 
ш Аа) -» Аз А) 5 
Перепишемо крок 2 для Кк -і«т (і-1,2,...т-к-1Т): 
Фа 
1) 1 УРА СР РУ збемин НА оо рі З ОДА Ані 
результатом якої є Ф3З і4А,..., А но рі 
"т 2 
2) К'ФЦА но вен З но АБ Арно Мен З оз Ар З 
а ЗМ 
Виконавши крок 2 т-к-і разів отримаємо ФЗ (4... Ап) З Ан Ар, 


тобто, ФЗ Х -» У. 
Таким чином, замикання множини во с ФР, операціями збіднення алгебри А" 


( АФ і в") - операції збіднення, позначається: ГР о 1 що в) ) співпадає з 
7? 5 


множиною тривіальних залежностей Ч/,., тобто: 
ГР ер 0) 7 Ч,. 


У свою чергу, результат виконання операції ви? можна представити за 


допомогою операції б , Є КБ, отже, маємо: 


ГРА) рад 
5 і А. ) 
Лема 5. Множина Ро - найменша множина, яка породжує множину ЧУ, за 
допомогою операцій ко Аєв,і в). 


Доведення. Якщо схема К - (7, то очевидно, що ЧР, - 7, - 2 -» 9). 


Розглянемо випадок, коли схема К (2. Зафіксуємо деякий атрибут ВєкК і 
розглянемо множину ЧУ, с Ч,, таку, що 7, 2 (4)-22| А є КВУ. Покажемо, що 


множина Ч,, не породжує множину Ч,, с 4, за допомогою операцій а ,Аєві 


КО); для цього розглянемо можливі випадки для ФЗ (В) -» 9: 
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1.  ФЗ (В)-» 9 не може бути результатом виконання операції кій, лек, 


застосованої до деякої тривіальної ФЗ у є ЧР, , оскільки містить порожню 


множину у своїй правій частині; 

2. припустимо, що тривіальна ФЗ (В-» (2 є результатом виконання операції 
В"), застосованої до деяких тривіальних ФЗ ф,у є Ч/,, - Тоді повинна існувати 
така множина атрибутів Ї, де Єс Ус ІВ), що виконуються ФЗ ІВ)-»ЇУ 1 
У -» 9. Випадки, коли Її « 9 або У « |В) вимагають використання самої ФЗ 
18) -» ФО: 

а. реаЇВу об їі у «2-3 Є; 
Ь реву -о ІВ ії у «1В1-5 ДФ. 
Оскільки множини атрибутів У, яка б задовольняла умові Д с У с |В) не 
існує, приходимо до висновку, що множина че, не породжує множину Ро за МО 


отже, не породжує множину Ч/,. 
Таким чином, алгебра ФЗ задається як своє збіднення наступного вигляду: 


'" 1 "т 2 0 
я Зоя КО ДУ ЛУТ НН ані 
Зауважимо, що замикання |) множини ФЗ Е,де Кс ЇХ га ) хоуєов Можна 
розглядати як замикання множини Й |) Ч л операціями в ,АєвВ,і ВО; 
ПРО ) рнау 
ов У 
Висновки 


Показано, що аксіоматика Армстронга щодо функціональних залежностей, яка 
складається з аксіом рефлексивності (можна казати про одну схему аксіом 
рефлексивності), правила транзитивності та правил поповнення (і, знову ж, можна 
казати про одну схему правил поповнення), є незалежною в тому розумінні, що без 
втрати повноти не можна вилучити ні схему аксіом рефлексивності, ні правило 
транзитивності, ні схему правил поповнення. 

Побудована алгебра функціональних залежностей, операції якої визначені 
відповідно здо | складових - аксіоматики 0 Армстронга. Розглянута  підалгебра 
тривіальних ФЗ3З та множина, яка її породжує. Побудова цієї алгебри дозволяє 
формулювати результати щодо властивостей аксіоматики Армстронга алгебраїчною 
мовою. 
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теап5 Ша сотріеїепез5 ої Агт5ігопо8 ахіотайс 5у5кет 15 уїоЇакед 1ї гетоуеа опе ої 15 
сотропепіз: мреїрег 5спета ої Фе ахіотя ої геПехіуту ог гиіе ої ігап5ійуту ог 5спета 
ої гиіе8 ої апртепіайоп. 

АіЇєебта ої Гаипсйїопа! дерепдепсієез мтіїв орегайопя аг аге іпдисед Бу сотропепіз 
ої Де ахіотя Агт5ігопо, 15 Биїії. 5Зибаїдебга ої (гіуіа! Гапсйопа! дерепаепсівея апа Ше 8еї 
Бас депегаїез 15, аге соп5ідегед. Тре соп5ігисйоп ої їБі8 аїсебга аПому8 иц8 їо Гогпаціаїе 
Бе гезиїв сопсегпіпе ргорегіїез ої Агтітопе'я ахіотагїс 5у5кет їп аЇєебгаїс Іапепаєе. 


Д.Б. Буй, А.В. Пузикова 
Независимость з аксиоматики 0 Армстронга и о алгебра  функциональньсїх 
зависимостей 

Показано, что аксиоматика Армстронга для функциональньх зависимостей в 
реляционньх базах данньжх, которая состойит из аксиом рефлексивности (можно 
говорить об одной схеме аксиом рефлексивности), правила транзитивности и правил 
пополнения (и снова можно говорить об одной схеме правил пополнения), является 
независимой в том смьісле, что без потери полнотьт нельзя удалить ни схему аксиом 
рефлексивности, ни правило транзитивности, ни схему правил пополнения. 

Построена алгебра  функциональньїх  зависимостей,  операцийи  которой 
определень в соответствии с составляющими аксиоматики Армстронга. Рассмотрена 
подалгебра тривиальньх функциональньїх зависимостей и множество, которое ее 
порождаєт. Построение зтой алгебрь-ю позволяет формулировать результатьі, 
касающиеся свойств аксиоматики Армстронга, на алгебрайческом язьске. 

Надійшла до редакції 16.09.2015 
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